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　3.21  流体流动及流体动力学 
Adam Powell 

2003年 4月 23－30日 
摘 要  

材料科学与工程主要研究材料的结构性能以及加工工艺之间的关系。加工工艺对结构的影

响主要是通过反应动力学，相变化以及传质传热来实现的。通常一个过程的关键控制步骤是对

某单元提供足够的能量或试剂，而试剂或能量常常又是通过流体传递的，因此流体流动对能量

以及质量的传递速率有很大的影响。由于在流体流动时既有扩散又有对流，而且对流流动时流

体速度对浓度和温度分布有影响，因此流体流动中的传质和传热要比在固体中的复杂。另外，

非线性的对流传递将导致湍流的发生。湍流的本质是对流，可以强化质量、热量及动量的扩散。 

在接下来的四讲中将会介绍流体动力学的一些概念：动量传递，对流流动，流体性质的封

闭方程（奈维-斯托克斯方程），耦合流动，溶质/热量在流体中的扩散以及湍流流动及输送。最

后将介绍一定流动状态下流体与简单集合形状固体之间的传质、传热系数的计算方法，并将其

扩展到较复杂的情况。通过本部分的学习，将会使读者对于流体输送中的流体动力学具有较深

的了解，并得到系统的动力学知识。 
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1. 动量扩散、剪应力、压力和斯托克斯流动  
因为由剪切力引起的动量传递速率与动量梯度成正比，所以粘性剪切是一个扩散过程，这

和溶质及热量扩散非常相似。本章首先简单回顾溶质扩散和热量扩散，介绍动量扩散的概念，

剪应力张量的表达及压力的作用，并得到封闭系统的斯托克斯流动方程：斯托克斯流动方程是

一个偏随体导数，其中的标量和矢量分别描述低速流体流动系统的压力与速度。 

1.1 溶质扩散和热量扩散简介  

在溶质扩散中，有一个浓度场 C(x, y, z), 单位是摩尔（或者克）/单位体积；通量 J ，单位是
摩尔/（单位面积单位时间），因此守恒方程可以写作： 

Gj
t
C

+⋅−∇=
∂
∂ r

                                            (1)  

注：当忽略动量的对流传递时，斯托克斯流动依然成立（2.3节中）。 

式中，G 是由于化学物质、原子或由其它物质产生的起源项。 J可由费克（Fick）第一定律得:  

CDJ ∇−=        （ 其中 D是扩散系数）                           (2)  

从而得到封闭的浓度控制方程： 

GCD
t
C

+∇⋅∇=
∂
∂

                                                (3) 

D值恒定时，上式可化为： 

GCD
t
C

+∇=
∂
∂ 2                                                 (4) 

在热量扩散过程中，场变量是 T(x, y, z), 通量 q  的单位是每单位面积和单位时间的热能。

这样就需要把能量单位换成温度单位。在恒压条件下： 

              qq
t
Tc

t
H

p &+⋅−∇=
∂
∂

=
∂
∂ ρ                                          (5) 

式中， q&仍可以通过下面的方程来求解，其中的 k 是热导率： 

Tkq ∇−=                                                   (6) 

为方便起见，假定 k为常数，可定义热扩散系数 pck ρα /= ，从而得到封闭的与温度 T有

关的偏随体导数： 

pc
qk

t
T

ρ
&

+∇=
∂
∂ 2                                                (7) 

1.2 速度矢量场与动量扩散张量  

流体流动与上述溶质扩散和热量扩散不同，因为场变量是矢量场u (x, y, z), 即流体速度。

但是我们可以像质量及热量传递那样对每一扩散组分写出守恒方程及推导方程。描述每一组分

在各个方向动量传递的动量通量是一个二阶张量τ ，例如 yxτ 是 x方向的动量在 y方向的传递。
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由于热量扩散的存在，守恒方程比较复杂，但是动量密度 uρ 却可以很容易地写出，所以 x 方

向的守恒方程分量为  

zyx
)( zxyxxx

∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−=
∂

∂ τττρ
剪切t

ux                                     （8） 

公式（8）并不完整，仅仅描述了剪应力对 x 方向动量累积的贡献。 
 
1.3 动量扩散与机械应力的关系  
对剪应力来说，这个“动量通量”，根据牛顿定律可以被认为是应力： 

dt
v)d(mamF ==                                              （9） 

因此动量累积速率等同于力，每单位面积的动量累积就是力或剪应力的累积。和机械应力

一样剪应力也是对称张量： zxyx ττ = 。但动量通量/剪应力张量τ 与机械应力σ 之间有两点根本

的区别： 

1.机械应力与动量扩散的符号规定是相反的： 

xyxy τσ −=                                               （10） 

在远古时代，力学工程师与化学工程师都分别蜗居在不同的山洞中，只有看到浓烟信号他

们才会走到一起，所以当他们遇到相同的问题时各自的说法不同，因此公式没有统一的表达。

但作为材料工程师，我们却必须将二者统一起来。力学工程师将张力表达为正，压力表达为负，

并规定箱子上方x方向大于下方的力称为正应力，即 0>yxσ 。化学工程师认为作用于底部的

力大于顶部的力，从而引起x-动量沿着y轴正方向扩散，即 0>yxτ ，这意味着x方向的剪应力

0>xxτ 时物体处于压缩状态。如图1所示： 

剪切力               正应力 

0>= xyyx ττ            0>=− xxyy ττ  

                0<= xyyx σσ           0<=− xxyy σσ  

                    

图1 应力状态的符号规定 

由于τ  是剪应力，又没有偏应力，因此对角线之和为零： 
0=++ zzyyxx τττ                                        （11） 

因此，剪应力τ  的自由度比机械应力σ  的小 1 （三维中 5对 6，二维中 2对 3）。由于自
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由度小，必须用 P来补充τ ： 

3
zzyyxxp

σσσ ++
−=                                           （12） 

在流体系统中，压力是一个附加的标量。 

因此，流体剪应力与机械应力的关系为： 

pIijij −−= τσ                                               （13） 

其中 I是单位矩阵。 

1.4 斯托克斯流动 
压力对动量产生影响是因为压力提供了一个沿着压力梯度方向的推动力。在式 8 中引入压

力可以得到 x 方向上动量守恒的完整公式： 

zyxx
p

t
u zxyxxxx

∂
∂

−
∂

∂
−

∂
∂

−
∂
∂

−=
∂

∂ τττρ )(
                                （14） 

三个方向的分量合起来可以用一个矢量公式来表示： 

Fp
t
ux +⋅∇−−∇=
∂

∂
τ

ρ )(
                                    （15） 

式中，F 代表体积力，如重力，洛仑兹力等。上式就是斯托克斯流动的流动方程，在低速高粘
度条件下适用。 

公式 15 并不完整，矢量方程中只涉及到矢量 u、张量τ  以及标量 p和 ρ ，而在三维空间

中公式 15有 3个方程和 10个未知数。如果我们把推导方程中的τ 表示成速度和密度的函数，
再加上连续性方程，就可以消去 5个未知数。 

1.4.1τ 的基本方程 
可以通过类比溶质扩散和热量扩散的式子 2和 6求得τ 。对于牛顿型流体，剪应力与速度

梯度成线性关系，其斜率为粘度系数η： 

)(
x

u
y
u yx

yxYX ∂

∂
+

∂
∂

−=−= ηγητ &                                   （16） 

式中，γ&  是剪切形变的速度张量。机械力学研究应力与形变的关系；而由于规定流体没有

场应力，流体动力学研究应力与形变速率的关系。这就是为什么弹性方程表现出波的性质而流

体方程表现出扩散的性质。在括号里的两个偏微分是为了保持剪应力与形变的对称。动量扩散

通量与负的速度梯度成正比；溶质扩散通量与负的浓度梯度成正比，热量通量与负的温度梯度

成正比。对角线应力还有一项，在这里我们就不讨论了，但会出现在推导方程的矢量式中： 

Iuuu
T

⋅∇−∇+∇−=
3
2(ητ ）                                     （17） 

式中，T是第二个速度梯度外积转置的标记。转置是为了保持对称。 

剪切张力是无量纲数，但剪切张力速率的量纲是 1/时间，所以粘度的量纲是时间×应力。
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在国际单位制中，就是
sm

kg

m

sN
2 ⋅

=
⋅

。 在厘米-克-秒（cgs）中，我们把泊（poise） 定义为 1 2cm

serg ⋅
。 

水的粘度系数是 0.01poise,或厘泊（centipoise）。许多流体粘度系数都是以厘泊（centipoise）为

单位的，在国际单位制中厘泊（centipoise） =0.001 2m

sN ⋅
。 

1.4.2 密度 ρ  的表达式 

密度通常只是压力 P的函数。例如理想气体状态方程就给出了十分接近真实值的密度表达： 

RT
p

V
n
==ρ                                                     （18） 

在液相或低速气相流动中（低于 3马赫，压力变化不超过绝压平均值的 10%），偏差非常小，

因而密度可以看为是定值。这个条件对于不可压缩流体来说是充分不必要条件，关于这一点将

在 2.2.1中详细阐述。 

1.4.3 质量守恒与连续性方程 
与密度和剪应力不一样，压力不能简单地表示成其他变量的函数。但是质量守恒定律可以

求解封闭的斯托克斯流动系统。质量通量是一个乘积项，等于密度与速度的乘积 uρ （巧合的

是，其也是动量密度）：由于相界面以及其他一些因素可能导致平衡系统的密度不均匀，因此密

度梯度本身并不会引起传递，换句话说就是没有“质量扩散”。从质量守恒方程即连续性方程可

以推出质量累积速率等于对流质量通量散度： 

 )( u
t

ρρ
⋅−∇=

∂
∂

                                           （19） 

通常写为  

0=∇+∇⋅+
∂
∂ upu

t
ρρ

                                     （20） 

如果流体不可压缩，则前两项为零，上式变为： 

0=⋅∇ u                                                  （21） 

1.4.4 简化的封闭斯托克斯流动方程 
对于η  与 ρ 恒定的牛顿型流体，可以将式 15写为： 

FIuuup
t
u T

+⋅∇⋅∇−∇⋅∇+∇+−∇=
∂
∂ )](

3
2)([ 2ηρ                     （22） 

当流体不可压缩时， 0u =⋅∇  ， 所以剪切张力散度的第二、三项为零；将剩余项除以 ρ ： 

ρ
ν

ρ
Fup

t
u

+∇+
∇

−=
∂
∂ 2                                               （23） 

参数 ρηυ =  是动力学粘度系数，也称作动量扩散系数。由于式 22与扩散方程在形式上

很相似，因此动力学粘度系数与热扩散系数 pck ρα =  相似。以水为例，它的动力学粘度系数
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是 

426
3 /sm10

kg/m1000
s)kg/(m001.0 −=
⋅

 

式 21，23组成了不可压缩牛顿型流体在粘度恒定时的斯托克斯流动方程。 

1.5 溶质扩散、热量扩散和动量扩散小结 
表一对溶质扩散，热扩散及动量扩散作了小结（括号中的数字是上面公式的编号）。 

 
表 1  溶质，热量及动量扩散的比较 

 

1.6 例题 
1.6.1库爱特流动 
库爱特（Couette）流动是两平行板间流动的简化，即一板运动，一板静止。例如，在两个

大的水平板间有一层 1mm厚的水。上板以 1cm/s的速度运动。我们讨论两种情况：（1）系统最

终达到的稳态；（2）从静止到稳态过程中的瞬态。 

稳态  稳态时速度的时间导数为零。只要在流动方向上没有体积力或压力差，稳态时式 23 变

为  

02 =∇ u                                                （24） 

如果流体只沿着上板移动的方向流动，即 x 方向流动，且速度只在垂直平板的方向（y 方

向）变化，则上式可化简为随体导数： 

02

2

=
dy

ud x                                                   （25） 

通解为： 

BAyux +=                                                  （26） 

方程 溶质扩散 热量扩散 动量扩散 

守恒方程 
 
推导方程 

扩散系数 

扩散方程 

GJ
t
C

+⋅−∇=
∂
∂

（1）  

CDJ ∇−=   （2） 
 D=D 

GCD
t
C

+∇=
∂
∂ 2  

（4） 

qq
t
Tc

t
H

p &+⋅−∇=
∂
∂

=
∂
∂ ρ (5)

Tkq ∇−=   (6) 

pck ρα =  

pc
qk

t
T

ρ
&

+∇=
∂
∂ 2  （7） 

Fp
t
ux +⋅∇−−∇=
∂

∂
τ

ρ )(

（15） 

Iuuu
T

⋅∇−∇+∇−=
3
2(ητ

（17） 

ρηυ =  

ρ
ν

ρ
Fup

t
u

+∇+
∇

−=
∂
∂ 2  

（23） 
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上式是一维稳态动量扩散的表达式，与稳态溶质扩散及热扩散的表达式相似。 

扩散研究的对象一般是通量，而在这里是剪应力（使流体流动每单位面积上需要的力）。剪应力

的表达式为： 

22
3 01.0

001.0
/01.010

m
N

m
sm

m
sN

y
ux

YX −=
⋅

−=
∂
∂

−= −ητ                         （27） 

因为 x 方向的动量沿着 y轴的负方向扩散，因此剪应力为负。必须对上板施加一个 x方向

的力，对下板施加一个 x逆方向的力，来维持这个流动场。 

瞬态  现在讨论一下流体刚开始流动时的性质。在 t=0时刻，平板与流体均为静态，这时上板

开始以 1cm/s的速度在 x 方向上运动。假设在 x方向上没有压力梯度或体积力，式 23可变为 

2

2

dy
ud

t
u xx ν=
∂
∂

                                                 （28） 

这是基本的扩散方程。当初始条件为速度恒定，且边界条件是 y=1mm，在短的时间间隔内，

上式的解为： 

)
2

1(1
t

ymmerfc
s

cmux ν
−

×=                                          （29） 

在 y=0处速度接近于零时上式成立。已知 erfc(2)=0.005,我们可以将 erfc(2)作为判断的标准： 

令 2
 t2

1
=

−
ν

ymm
 （y=0时）                                           （30） 

从上式求 t 得   

ν16
)1( 2mmt =                                                          （31) 

到目前为止，误差函数方法还是有效的。 

这个时间间隔与溶质扩散时间间隔一样，是长度的平方除以动量扩散系数。事实上，对于

溶质或热量扩散，我们可以用“较长时间”表达式： 

ν

2

~ Lt                                                              (32) 

来近似等于上面稳态解成立的时间，在这里是 1)/10()001.0( 262 =smm  秒 。 

在 t=0 时刻，初始条件与边界条件的单一性导致了剪应力的单一性。在 t=0 时刻，erfc 函数在

y=1mm处的导数是无穷大的，从而需要一个无穷大的剪应力来使速度从 0 阶跃到 1cm/s。剪应

力可以表示为 t1 ，所以时间积分和每单位面积的脉冲是有限的。只要电动机能够提供一个相

对于稳态很大的动力，边界条件就会被近似满足，从而 erfc的解基本正确。 

1.6.2 由于重力作用沿着倾斜面的流动 

（这部分参见 D.R.Poirier 与 G.H.Geiger 合编的“Transport Phenomena in Materials 

Processing” 的第二章） 
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1.6.3 绕过球体的流动 

一个半径为 R的实心球以相对于流体的速度 ∞V  在流体中运动。若以球体为参照系，则球

是静止的，而离球体较远的流体则以相同的速度运动，靠近球体的流速却比较小，甚至在球体

表面的速度为零。 

在球坐标中，r 是距球心的距离，θ  是流动场对称轴的纬度角（因此静止时θ  =π ），φ  是

圆心角。在球坐标中，稳态流速与压力是 

cosθ
r

R

2

1

r

R

2

3
1Vu

3

r ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−= ∞                                      (33) 

θθ sin
r
R

4
1

r
R

4
31Vu

3

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−−= ∞                                   (34) 

θηρ cos
r
R

R
V

2
3ghpp

2

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= ∞                                    (35) 

式中，h 是重力的反方向  

以上各式可以用来计算流体对球体施加的曳力，以及球体对流体的曳力。总应力的法向量

是牵引力 t 。   

n̂pn̂t +⋅= τ                                                  (36) 

这是固体表面对流体在每单位面积上施加的力。对其积分可求出固体对流体所施加的合力。

因此，加上负号之后就变为对固体的曳力。 

( )dAn̂pn̂F +⋅−= ∫ τ球面                                        (37) 

当 0r0r =∂∂= φτ φ 且 时，积分得 

                 ( ) ẑRV6dAr̂pˆr̂F
0

rrrd ∞
=

=++−= ∫ πηθττ
π

θ
θ                          (38) 

式中 ẑ是 0=θ  的方向，即流动方向。 

1.7 练习 
1 证明 1.6.3节中绕球体做斯托克斯流动的流体速度场及压力场（即式 33到 35）也满足在球体

坐标系中的斯托克斯方程。 

2.证明 1.6.3 节在球体表面，即 r=R处，由速度场给出的剪应力与压力积分后可得到式 38 

3.式 37 中给出的绕球体流动的总曳力等于浮力（液固密度差乘以球体体积），从而解出在斯托

克斯流动中上浮或者下沉的球形颗粒的最终速度。 

2随体导数及奈维-斯托克斯方程 
对流传递包括由于物体相对于参照系的运动而引起的溶质、热量、质量及动量传递。在流

体系统中，对流传递相对于只有扩散来说增强了传递速率。人们一般不用对流来描述固体的传
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递。但是在很多情况下，定义一个相对于固体的动态参照系却很方便，而且在此参照系中，分

析方法同前。 

这节首先将会介绍固体中的对流传递与随体导数，然后讨论在流体中的应用。这将会引出

质量和动量守恒方程中的对流项以及流体性质的 N-S方程。雷诺数描述了流动方程中对流项及

扩散项的相对重要性。如果雷诺数很小，我们就可以忽略对流项而使用 1.4节的斯托克斯方程。

若雷诺数很大则非线性对流项就会使流体不稳定而引起湍流。以上这些内容都将在本节中讨论

到。 

2.1 随体导数 
在一个相对于我们的参照系静止的物质中，扩散方程与式 1到式 4相似。等号左侧对时间

的偏微分导数描述了空间固定一点的浓度随时间的变化。现在讨论二维的情况（三维时很复杂），

偏微分的定义为： 

( ) ( )
t

ty,x,Ctty,x,Clim
t
C

0t ∆
−∆+

=
∂
∂

→∆
                              (39) 

如果研究的点相对于我们的参照系是运动的，则我们不用偏微分而只需求出新的状态与初

始状态的差别。因此，定义随体导数： 

( ) ( )
t

ty,x,Ctty,yx,xClim
Dt
DC

0t ∆
−∆+∆+∆+

≡
→∆

                          （40） 

忽略高于一阶的项得： 

( ) ( )
t
C

t
y

y
C

t
x

x
C

t
ty,x,Ctty,yx,xC

∆
∆

+
∆
∆

∆
∆

+
∆
∆

∆
∆

≈
∆

−∆+∆+∆+
                 （41） 

颗粒的运动速度为： 

t
xlimu

0tx ∆
∆

=
→∆

，
t
ylimu

0ty ∆
∆

=
→∆

                                        （42） 

因此，当式 41中的 0t →∆ 时 可得： 

Cu
t
C

y
Cu

x
Cu

t
C

Dt
DC

yx ∇⋅+
∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=                            （43） 

这个随体导数将会替代传递方程中对时间的偏导数。 

可以从另一个角度，用溶质的对流通量来讨论这个问题。单位面积单位时间内传递的溶质

的量是速度与浓度的乘积 Cu 。 因此由对流通量引起的累积速率是这个通量散度的相反数，

( )Cu⋅∇− 。将它与 4式联立得 

( ) GCDCu
t
C 2 +∇+⋅−∇=
∂
∂

                                         (44) 

将对流项移到方程的左边展开得 

GCDuCCu
t
C 2 +∇=⋅∇+∇⋅+
∂
∂

                                   (45) 
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左侧的前两项是随体导数。假设流体不可压缩，则第三项为零。式 45 化为 

GCD
Dt
DC 2 +∇=                                                   (46) 

2.1.1例题：热传导、对流及熔化 

有一个固体直杆，初始温度为  ，一端加热后开始熔化。假设加热均匀，则熔化界面是平

面且垂直于柱体的对称轴（也许它正在旋转，或者像一个蜡烛或熔化的电极一样直），这就涉及

到动态界面问题，因为熔化界面这个边界条件随时间变化。 

如果我们把熔化的界面作为参照系，则问题将会大大简化。在这个参照系中，边界固定，但是

固体向界面的运动速度不变。很难明确说明对流热通量的绝对意义，但如果我们关心的只是对

流通量差，而不是其绝对大小，则在恒压下，我们可以用 Tcu pρ 来表示。 

现在讨论一小段厚度为 x∆  的柱体。薄层左侧坐标为 x ，右侧 xx ∆+ ，而且 x轴与柱轴

平行。假设只有轴向的热传递，且温度只是 x 的函数。令进入薄片的热量与出去的热量相等得 

( )[ ] ( )[ ]
xxxpxxxpxp qTcuAqTcuA

t
TcxA

∆+
+−+=

∂
∂

⋅∆ ρρρ                    (47) 

化简得 

x
qq

x
TTuc

t
Tc xxxxxx

xpp ∆
−

+
∆
−

=
∂
∂ ∆+∆+ρρ                          (48) 

当 0x →∆ 时，得 

               
x

q
Dt
DTc

x
Tuc

t
Tc x

pxpp ∂
∂

−==
∂
∂

+
∂
∂ ρρρ                          (49) 

在等号左面的仍是随体导数。若热导率恒定，则式 7可变为 

2

2

x
T

Dt
DT

∂
∂

= α                                                  (50) 

加上热源后的矢量式： 

p

2

c
qT

Dt
DT

ρ
α

&
+∇=                                         (51) 

在熔化过程中，热量沿着直杆径向传递，使其温度高于熔融界面；同时，直杆相对于界面

的运动又使热量向熔融界面传递来使其温度降低，一段时间之后，达到稳定平面，从而温度只

是 x 的函数。同时， 0t
T =∂
∂  所以式 50 可写为 

2

2

x dx
Td

dx
dTu α=                                               (52) 

通解为： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=
α

xu
BexpAT x                                        (53) 
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研究发现，这个系统存在稳态解，并且对流热通量与传导热通量的竞争导致一个 xuα 数

量级的固定渗入深度。设在界面 x=0 处,熔点 mTT = ，有一根长度远大于 xuα  的杆，令

0m0 tTB ,TA −== ，从而使我们的第一个混合对流/扩散方程的解完整。 

2.2流体流动方程中的对流项 
通过随体导数的概念我们可以更好地理解连续性方程（式 20），并且可以在运动方程 15、

23 中增加新的项。 

2.2.1 连续性方程 
根据随体导数的定义，连续性方程可以写为 

0u
Dt
D

=⋅∇+ ρρ
                                           (54) 

从上式可以看出不可压缩的条件与密度的 0次幂随体导数相对应。相对于密度恒定的假设，

其条件放宽了。因为密度不需要各处一致，仅需要其在以流动流体颗粒为参照系的体系中不变

即可。 

例如在油水混合物中，油相与水相的密度不同，但密度恒定。搅拌时，油、水相的本身浓

度并不变，所以若要研究在油相或水相中的流体颗粒时，该流体颗粒的密度并不变。因此，此

流体可以认为是不可压缩的。连续性方程可以简化为式 21 的形式。 

2.2.2动量对流 

与动量的其他性质一样，其对流也更加复杂。我们知道对流溶质通量是 Cu  对流热通量可

以写为 Tcu pρ  （只要我们的温度 T∆ 足够小，则 pc
恒定，从而可以计算对流热量差） 

对流质量通量为 uρ  。同理，动量的对流通量也是动量与速度的外积 uuρ  ，与动量扩散

通量一样也是二阶张量。忽略应力、压力、和体积力，可以得到动量累积速率 

( ) ( )uu
t
u ρρ

−∇=
∂

∂
                                              (55) 

这个很难理解，更不用说可视化了。但在这里可以先通过一个简单的例子来解释。这个问

题将会在以后的章节中通过例子来详细说明。 

假设一个流动场，在 t=0 时刻  

1u x =                                                       (56) 

xu y =                                                      （57） 

x方向的恒定的速度将会使流体沿着 x轴正方向运动，因此一会儿之后，例如 t=1时，被移

动的 y 速为  

1xu y −=                                                   （58） 

任意时刻： 

txu y −=                                                   （59） 
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这是因为： 

ρρρ
ρ

∇⋅+⋅∇−∇−=
∂

∂
uuuuuu

t
u

yyy
y                              （60） 

  如果流体不可压缩，则： 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂

∂
−=

∂

∂

y
u

u
x

u
u

t
u y

y
y

x
y ρ

ρ
                                    （61） 

上式中右侧是 ( )011 +×− ρ ，所以 1tu y −=∂∂ ，从而得到式 59 。 

2.2.3奈维——斯托克斯方程 
由对流引起的累积速率是散度的相反数。最简单的一种情况就是 1.4.3节中的连续性方程。

对于动量，由动量通量散度的相反数给出由于对流传递而引起的增量的表达式，因此我们可以

将 ( )uuρ⋅∇−  加到 1.4节式 15 的右侧。 

( ) ( ) Fpuu
t
u

+⋅∇−∇−⋅−∇=
∂

∂ τρρ
                               （62） 

将对流项移到左侧展开得： 

Fpuuuuuu
t

u
t
u

+⋅∇−−∇=⋅∇+∇⋅+∇⋅+
∂
∂

+
∂
∂ τρρρρρ              （63） 

进一步化简得： 

Fpuu
t

uuu
t
u

+⋅∇−−∇=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅∇+∇⋅+
∂
∂

+⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∇⋅+

∂
∂ τρρρρ                （64） 

左侧第一组括号内是速度对时间的导数；第二组括号内是式 20 左侧的表达式，因此为零。

上式化简得： 

F-p
Dt

uD
+⋅∇−∇= τρ                                           （65） 

这就是流体中完整的动量守恒方程的一般形式。上式与式 20（或如果你愿意，式 54也可）

组成了奈维－斯托克斯方程。在不可压缩粘度恒定的牛顿型流体中，式 65化为： 

ρ
ν

ρ
Fup

Dt
uD 2 +∇+

∇
−=                                       (66) 

随体导数中的对流速度项 uu ∇⋅ρ  也称为惯性项。对流速度项是非线性项，因此求解非常

困难。对流还会引起湍流。 

这些方程的推导是这一系列课程的经典部分，接下来将会给出一些例题来帮助理解这些方

程之间以及他们所描述的物理现象之间的关系，特别是对流动量传递。最后将对流传热方程加

入到流体流动方程中。 

2.2.4 例题：圆管中的流动 
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这节的内容与“流体动力学题解”中的圆管中的流动一样。 

2.3 雷诺数 
雷诺数 Re的本质就是惯性项与对流项比值的一个估算。一般地，当流体的特性速度为 U，

特性长度为 L，恒定运动粘度为µ时： 

~
u
uu

2∇

∇⋅

ν
ReULU

2L

U
L

U

≡=
⋅

νν
                                      （67） 

当 Re<0.1时，我们可以完全忽略惯性项，而用斯托克斯流动方程来精确求解压力与速度场。

1.6.3节的分析在 Re<0.1时成立。 

2.3.1例题：绕球体流动 

在 Re<0.1的斯托克斯流动中，流体对固体球体施加的曳力是 ẑRV6F ∞= πη  （式 37， ẑ
是流动方向），与粘度、长度及相对速度成正比。 

当雷诺数很大时，对流项占主导地位。特别是停滞点的 ruu rr ∂∂ρ  可以帮助我们定义动

压头，从而可以估计流体上游与下游的压差： 

2U
2
1P ρ≡动压                                                     (68) 

U是特性速度， ∞V 是远离球体的速度，上式和动能相似，代表了动能密度，而且用“惯性项”

描述了对流动量项。 

这将会引出 3.3节中的曳力系数（也称为摩擦系数）。 

2.4湍流的原因 
雷诺数也可以帮助预测湍流的发生。湍流是由于剪切而引起的流动不稳定。在垂直于流动

的方向上加一个扰动就会产生漩涡，而这些漩涡都具有流体的部分能量。当扰动很小时，漩涡

很小，在漩涡中产生小漩涡，渐渐地直到粘性耗光它的能量。 

扰动和漩涡的增加是由于流体惯性造成的，会被粘性阻力所抑制。惯性项与粘性项的比值

就是雷诺数。对于管中完全发展的流体，如果雷诺数小于 2100（认为 U是平均速度，等于最大

速度的一半，L为直径）就是层流；如果雷诺数大于 2100，流动过程中就会产生剧烈扰动，但

不一定会出现湍流。如果进口段条件控制得当，并且把由于外部波动而产生的压力控制在最小

范围内，则即使雷诺数很大也可能仍然为层流。实验证明即使 Re达到 100000，还可以是层流。

对湍流的进一步阐述不在本课讨论的范围内。但若要深入地了解湍流，我强烈推荐 Barker library 

录像部的关于“湍流（Turbulence）”的半个小时的录像，；索取号为#QC151.78。 

2.5练习  
1.扭转粘度计 

扭转粘度计是由几部分组成的：一个装有树脂内半径为 R2的长圆筒，一个半径为 R1的插

入盛器很深但离底部很远的直圆杆，杆儿底部的剪切力可忽略。杆儿连在电动机上，由电动机
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带动它匀速转动。长圆筒连在一个转矩尺上。这个仪器可以测多个转速级的粘度。 

假设树脂是牛顿型流体，且密度、粘度恒定，在粘度计中的流动为层流。只考虑杆儿与远

离底部的圆筒的速度。 

a) 画出仪器的简图并写出相关的 N-S方程 

b) 列出可以简化这个复杂方程的假设条件，适当地消除上式中的某些项。写出简化之后的式

子。 

c) 写出简化方程的速度与压力的通解（不需要解出压力与 r和 z 的关系，只需证明与θ  无关，

从而得到速度θ分量的解）。 

d) 运用杆儿与圆筒的边界条件计算粘度计中 R1，R2函数的速度分布以及 r=R2 处的转矩，并求

出杆儿的转动速度。转矩是 r 转矩的函数吗？ 

e) 假设圆筒长 20cm，直径 8cm，杆儿的直径为 2cm。转动速度恒定为 120rpm 时，转矩是

mN100.2 3 ⋅× −
。 熔化聚合物的粘度是多少？ 

f) 当转速是 300rpm，转矩是上面的二倍大时，可以说这是牛顿型流体吗？如果不是，那它是

假塑型还是胀流型？ 

2简化 N-S方程（24式） 

利用配套的“流体动力学题解”，写出以下流动的假设条件。 

然后根据你的假设，消除你认为在 N-S方程中是零的项 

a） 图 2是水绕水平圆柱层流的示意图。远离柱体的速度 ∞V  垂直于柱体的轴向。 

 
图 2. 绕柱体流动的图示 

b) 流体流过喷枪或在远离喷枪的地方流动。超音速（>1 马赫）牛顿型血浆喷枪可以熔化氧化

锆颗粒，并把熔化的球形液滴喷射到垂直于喷枪的平面底物上。（这是一种制备氧化锆热障层的

方法。）可以忽略血浆所受的重力的影响，假设喷枪中的流动是径向对称的羽状流。 

3 层流边界层与曳力系数 
在许多流体流动中，固体物质仅在靠近固体的一定区域内影响流体。例如，在绕球体的斯

托克斯流动中（1.6.3 节所述），球体对整个流体速度的影响随着 R/r 的增大而降低。雷诺数很

大时，在定域内受影响的流体在固体表面形成的薄层即称为边界层。由于边界层偏离而产生的

牵引力引起曳力，所以理解边界层的形成对于曳力很关键。 

同样，在热量或质量传递中，流体的浓度或温度通常是均一的。仅仅在靠近固体表面吸附
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或脱附溶质或热量处可能不均匀。因此边界层对质量热量传递以及曳力非常重要。溶质边界层，

热量边界层以及动量边界层都具有不同的结构与大小，下面将介绍各边界层。 

3.1节将会用一个简单的运动固体的例子来介绍边界层。 

3.1 简单例题：运动固体的热“边界层” 
假设不断地从一个温度为 0T  的馅饼中挤出一层厚的固体聚合物，然后由风扇将其冷却到

室温 1T ，计算整个薄层的温度分布及长度方向的温度分布。大的传递系数将会使毕渥常数 Hl/k

大于 100（H是传热系数，L是薄层厚度，k 是聚合物的热导率），从而可以把温度看作近似恒

定。 

把 x作为沿着运动方向远离馅饼出口的距离，y为距薄层底部的垂直距离，从而可以写出

在 x方向上存在对流时的稳态传热方程： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

2

2

2

2

x y
T

x
T

x
Tu α                                       (69) 

式中，比值 αxu x 很大时将会在薄层的顶部和底部形成边界层，而边界层的温度比 0T 低

很多。边界层厚度 ( )xTδ  是 x 的函数，当 Tx δ>>  时 y 方向的导数将会远大于 x 方向的导数。

因此可以在拉普拉斯式中忽略后者： 

2

2

x y
T

x
Tu

∂
∂

=
∂
∂ α                                             (70) 

将 xux 替换为在馅饼出口处聚合物停留时间τ ，从而得到一维瞬态扩散方程，利用单一

的初始条件及恒定的边界条件得： 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

−
−

x10

1

ux2
yerf

TT
TT

α
                                    (71) 

根据这个解，我们可以把边界层定义为相对温度偏离初始温度 1%的区域。热边界层的厚

度 可以记为 ( )xTδ  。因为 1.8的误差函数值是 0.99，所以令 Ty δ=  的误差函数是 1.8。 

8.1
ux2 x

T =
α
δ

                                          (72) 

Pe
6.3

u
x6.3
x

T ==
αδ                                        (73) 

注意比值 xTδ  是贝克数的函数 

3.2 经典流体例题：沿平板流动 

上面的热传递问题与经典的沿平板流动的速度边界层流体动力学问题很相似。在这里，不

可压缩的粘度恒定的流体以恒定速度沿着 ∞U  方向运动，在流体与 ∞U  平行的方向放一静止木

板。Y 是距木板的垂直距离，x 为在流动方向上距板入口段的距离。最终达到稳态时的边界条

件是： 
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∞==⇒<∞→ Uu ,0u  0 x,y xy                                   (75) 

0u ,0u  0 x,0y xy ==⇒≥=                                      (76) 

请看图 3： 

                      
插入图片 

图 3. 平板上的层流边界层的简图 

3.2.1 沿平板流动的动量边界层 

N-S 方程给出了动量扩散边界层，在这个边界层厚度为 ( )xuδ  的区域内，速度偏离 ∞U  

1%。这个边界层与前面的 Tδ  形式相似，但是方程的不同却导致结果有一点不同。和热边界层

一样，在边界层内 x方向的速度为 0 （平板速度）。我们可以找到 ux δ>>  的情况，从而可以

忽略动量在 x 方向的扩散。 

然而，与热边界层不同的是，连续性关系在这里起到很重要的作用。对于二维不可压缩流

体： 

0
y

u
x

u yx =
∂

∂
+

∂
∂

                                               (77) 

由于 xu  随着 x 的增大而减小，因此 yu  必然随着 y的增大而增大，并且 y方向上的速度

不可忽略，这导致了远离平板的对流通量的传递，从而使 x 方向上低速流体汇入自由流体中，

增加了动量传递中的扩散粘度剪切力。这个结果就是 Blassius解，由图 4可知， ∞Uu x   是距

平板的无量纲距离的函数。 

x
U

y
ν

β ∞≡                                                (78) 

在此插入图片 

图 4 平板流动非对称 N-S方程的 Blassius解 

当 0.5=β 时，可得到 Blassius 解为 99.0Uu x =∞  ，这定义了边界层的厚度： 

∞

=
U

x0.5u
νδ                                              (79) 

综上所述，这与式 73 给出的热边界层在形式上相似。在这里，我们可以将无量纲边界层

厚度 xuδ 表示成无量纲数的函数，是 Re 的函数： 

x

u

Re
0.5

xU
0.5

x
==

∞

νδ
                                         (80) 

上式中，脚标 x 表示局部雷诺数（相对于整个板长的总体或平均雷诺数 νLU∞  来讲）。

这里在分子位置上是 5.0 ，而不是热扩散边界层的 3.6。因为低速流体经过对流传递之后远离了

平板而混入自由去区了。 
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只要在边界层内的流动是层流，以上分析就成立。当雷诺数小于
510 时为层流流动，大于 510

时为过渡流，大于
710  时为完全湍流区。 

湍流边界层与层流边界层相差很大，与式 80类似的湍流式为： 

2.0
x

u

Re
37.0

x
=

δ
                                             (81) 

这里边界层的厚度不是 x的平方根的函数，而是 8.0x  的函数，因此近似于线性增加。 

3.2.2 边界层与进口段长度 
我们可以利用边界层形状本身来求得受约束流体的进口段长度，例如我们可以求出在槽中

或圆管中流体的进口段长度。我们可以将槽想象为一对平板，边界层沿着平板发展直到在两板

中间汇合，根据汇合点来确定进口段长度。若一个槽的两壁间距为 H，则在 x=Le处， 2H=δ ， 

其中 Le 是进口段长度。将以上两式代入式 79得： 

∞
=

U
Le0.5

2
H ν

                                             (82) 

解上式，得： 

ν100
HULe

2
∞=                                              (83) 

从另外一个角度来看，可以把 ∞ULe 当作流体颗粒到达进口段所需的时间，与其他各种快

速扩散长度一样，这个时间与高度的平方成正比与扩散系数成反比。这里的系数
210−
很有意思：

如果这是一个两侧扩散问题，尾流将会出现在 ν64H 2
（式 31） 时达到 H/2。 

但是由于内部的对流动量传递，完全发展的波形会更早达到。 

3.2.3 沿平板的层流流动的曳力系数 

曳力是流动方向合力。在这种情况下是在 x方向上，可以像 1.6.3 节中介绍的那样，通过在

整个表面对牵引力积分求得。在此， ŷ  是平板的法向量，x方向的牵引力是 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

=−=
x

u
y

ut yx
xyx ητ                                        (84) 

因为平板上的 0u y =  ，因此第二项偏微分为零。若要计算 yu x ∂∂ ，需要求出 Blassius 解

的导数 ( ) βdUud x ∞  其中， 0=β 时 0.332，因此，在 y =0处的剪切应变速率为： 

( )
x

U
U332.0

yd
Uud

U
y

u xx

ν
β

β
∞

∞
∞

∞ =
∂
∂

=
∂
∂

                             (85) 

牵引力是： 

x
U332.0

y
ut

3
x

x
∞=

∂
∂

=
ρη

η                                        (86) 

注意这里在 x=0（即板的进口段）处的明显单一性。在这里，上面的假设当然不成立了，
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特别是当 x>> δu 不成立时，因此这个单一性没有什么物理意义；但是，单一性可以使定积分

有精确解。 

可以在整个平板表面对其计分求出曳力，积分的下限为 x=0，上限为 x=L，板的宽度是W，

则： 

LUW664.0dx
x
U0.332WF 3

L

0x

3

d ∞
=

∞ == ∫ ρη
ρη

                         (87) 

3.3 曳力系数  

如 2.3.1节所述，动压头是 2U
2
1 ρ ，其中 U是系统的特性速度。动压头与面积的乘积可认

为近似等于曳力，雷诺数越大估计越准确。因此，将无量纲的曳力系数 f 定义为真实曳力与近

似曳力时间的比例系数： 

AU
2
1F 2

d ⋅⋅= ρf                                          (88) 

当流体绕球体流动时，由于粘性剪切在曳力中起主要作用，因此雷诺数曳力与粘度、速度

以及长度成正比。当雷诺数很大时，对流项在动量传递中起主要作用，所以流体的惯性变得很

重要，并且曳力与密度、速度的平方以及面积成正比。雷诺数很从小时，流动对几何形状不敏

感，例如表面粗糙度等。我们在雷诺数很大时定义曳力系数，这样做的好处将会在下面的圆管

流动中体现出来。 

3.3.1 平板上的曳力系数 

在平板上，有两种曳力系数：1.将动压头与剪切牵引力联系起来的局部曳力系数 xf , 

2
xx U

2
1ft ρ=                                                  (89) 

式 88定义的将动压头和平板面积与曳力联系起来的整体或平均系数 Lf ，在这两种情况中，

∞U  都是特性速度。 

若要求出局部曳力系数，可以将式 86得到的 xt  除以动压头： 

x2

3

d

x
x Re

664.0
xU

664.0
U

2
1

x
U332.0

P
tf ====

∞
∞

∞

ρ
η

ρ

ρη

                              (90) 

有趣的是，雷诺数出现在了等式的右侧。通常局部或整体曳力系数是雷诺数的函数，而且

在许多情况下，还是几何形状以及不可压缩流体马赫（Mach）数的函数。 

整体/平均曳力系数是 dF  （从 87式）与动压头及面积的比值： 
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L2

3

d

d
L Re

328.1
LU

328.1
WLU

2
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LUW664.0
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f ==

⋅⋅
=

⋅
=

∞
∞

∞

ρ
η

ρ

ρη
                    (91) 

即曳力系数与雷诺数有关。 

对于湍流边界层，局部曳力作用非常不稳定，除非取时间平均值，否则 xf  没有意义。但

是尽管不同的源项具有不同的表达式， Lf  就容易定义和测量了。在 Bird, Steward 与 Lightfoot

合编的书“Transport phenomena” 中，关系是： 

( ) 58.2
L

L logRe
455.0f =                                           (92) 

而 Poirier和 Geiger（引用前人的结论）给出的关系是 

2.0
L

L Re
146.0f =                                                (93) 

不论哪种关系，由于在湍流漩涡中的对流可以增大由流体传向平板的动量传递效率，因此

在湍流区的曳力系数比层流的大。 

3.3.2 圆管中的流动 
对于在管中由压力推动的完全发展好的层流，速度为： 

( )22
z rR

L4
Pu −

∆
=

η
                                            (94) 

平均速度： 

2
av,z, R

L4
Pu
η
∆

=                                               (95) 

速度分布可以由速度的平均值写出，与推动力无关： 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

avx,z R
r1u2u                                          (96) 

这样在 R=r 处的内壁阻力是： 

R
u4

z
u

r
ut avz,

Rr

rz
rzz

η
ητ =⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛
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=

                              (97) 

在雷诺数表达式中，特性长度是直径，特性速度是平均速度。因此我们可以用直径 d 来表

示 zt ，并除以动压头后得到曳力系数： 

Re
16

du
16

u
2
1

du8
c

avz,2
avz,

avz,
d ===

ρ
η

ρ

η
                                     (98) 

沿着圆管轴向的牵引力恒定，因此总的曳力是牵引力与面积的乘积。平均曳力系数与局部

曳力系数相等。 
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在湍流中，曳力系数与雷诺数及无量纲的粗糙度有关。如图 5 所示，无量纲粗糙度的定义

是粗糙度的表观值与半径的比值（这当然也是粗糙度形状的函数，但用这个定义可以给出不同

形体粗糙度的正确解）。这体现了用动压头与面积之积 AU
2
1 2ρ  来定义曳力系数的优势，如果

不用，比如说用 ULη ，前者对于给定的粗糙度会给出恒定的曳力系数，而后者就会出现多个结

果。 

3.3.3 绕球体的流动 
这节将会讨论绕球体流动的曳力系数曲线（与图 5 类似）。 

3.3.4 绕柱体流动 
这节将会涉及到图 2，也会给出类似于图 5 的曲线。 

图 5：圆管中的曳力系数，a.k.a 摩擦系数（来自 Poirier和 Geiger书的 80页） 

3.4 练习  
1.根据式 38，证明绕球体的底托克斯流动的曳力系数是 

Re
24f =                                                          (99) 

 其中，雷诺数中把球的直径当作特征长度。 

2.平板上的曳力 

一个 1m×1/4m 的木板平放在空中，板的两侧与风平行，两侧（前后沿）垂直于风。参考
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资料：空气 2m

sN510 ,3m

kg
9.1

⋅−≈≈ µρ  

a) 根据所学的平板上的曳力知识，讨论：当板的长边平行于风时还是与风的方向垂直时曳力

大？ 

b) 计算 2a 中曳力小的那种情况，当风速为 1cm/sec 时，求板上的总曳力。 

c)计算风速为 10m/s时，相同的板上的曳力。 

3. 血管中流体流动 

假设设计一种材料来制备人工血管，想要知道这些血管所需要承受的剪切力与压力。假设

血管为圆柱形管，并且流体速度恒定，算出直径不同的血管(动脉或毛细血管)所受的剪切力与

压力。 

先期设计研究只需粗略地估计，因此可以用水的性质来计算。 

2m

sN310 ,3m

kg
1000

⋅−≈≈ µρ  

a） 用心房的近似体积和脉冲来计算动脉的平均速度。 

b） 当动脉的直径为 0.7cm 时，根据 a 得到的流速来计算流体在动脉中的平均流速和雷诺数。

流动是层流还是湍流？ 

c） 利用上面得到的雷诺数和图 5，计算摩擦系数和在动脉壁的近似剪切牵引力。 

d） 假设毛细血管长为 1mm, 直径为 m50µ  。如果平均流速是 1mm/sec，则血管两端的压力

降为多少？ 

e） 至少给出两个原因为什么上面的分析当血液在真实的动脉与毛细血管中流动时不成立？ 

4. 热量及质量传递系数的估算 
热量和质量传递系数是比例系数，可以将在固体表面的热量或溶质扩散通量以及固体表面

的温度或浓度与远离受控边界层的主体流体的温度以及浓度差联系起来： 

∞−
⋅

≡
TT
n̂qh

S

                                                (100) 

eqS
D CC

n̂Jh
−
⋅

≡                                              (101) 

式中， eqC  是与大量流体浓度平衡时固体浓度。这些系数描述了溶质或热量通过边界层扩

散的能力。 

传热系数近似等于流体热导率与边界层厚度的比值： 

T

flk
~h
δ

                                                (102) 

将式 102 代入式 100 得到的式子与式 16 相似。由于固体与流体浓度间的平衡关系，质量

传递系数更复杂一些，但我们可以将式 102 乘以一个适当的局部分配系数，从而求得质量传递
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系数。 

4.1 对流传热与对流传质 
对流传热，对流传质是由于流体流动所引起的。流体流动时会具有局部性质（已在 2.1.1节、

3.1 节中讨论过），因此才会引起对流。前面已经介绍过用来得到传递方程的溶质与热量对流通

量分别是 Tcu Cu pρ和  ，而正是他们引出了随体导数中的 ∇⋅u  ，除此以外，还有一项 u⋅∇

是流体净通量的累积。完整的传热传质一般公式是： 

( ) GCDuC
Dt
DC

+∇⋅∇=⋅∇+                                       (103) 

( ) qTkuT
Dt
DTcp &+∇⋅∇=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅∇+ρ                                 (104) 

和第三节中已讨论过的动量边界层一样，在流体中大部分溶质浓度与温度通常都是恒定的。

只有在靠近固体的一薄层内对流体有影响，而这一薄层就是浓度或热量边界层。 

对溶质和动量通常说只有两种对流传递：强迫对流，外力推动流体流过固体；自然对流，

固体附近流体温度和溶质浓度与流体其余部分不同从而引起密度差，浮力推动流体运动。两种

对流都会被讨论，但首先给出它们的定义。 

4.1.1 相对扩散系数：普朗特数 
普朗特数是动量扩散系数与另一量的扩散系数的比值，比如溶质或热量。因此对不同的现

象我们能得到不同的普朗特数，甚至在多组分溶液中，尽管各组分的扩散系数不同，我们仍能

得到多个质量传递普朗特数。对溶质和热量，普朗特数定义分别为： 

D
Pr ν

=                                                  (105) 

α
ν

=Pr                                                 (106) 

传质普朗特数 Dν 也称为施密特数（Schmidt number）。 

因为普朗特数是性质的比值，所以它本身也是流体的一个性质。通常在流体中，由于溶质

扩散通常比粘性动量传递慢许多，传质普朗特数非常大（远大于 1）。热传递普朗特数不那么大，

特别是对液态金属来讲，可能远远小于 1。 

4.1.2 无量纲传递系数 
努塞尔数是传递传质系数与热导率或流体扩散系数的比值，由长度表示： 

flk
hLNu ≡                                                 (107) 

flfl

D

D
L'k'

D
Lh

Nu 或≡                                         (108) 

第二式中的 k’’是异相反应速率系数而不是质量传递系数。很有趣的是，通过式 102 可以将

努塞尔数写成长度与边界层厚度的比值，例如在导热中： 
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( )
Tfl

Tfl L
k

Lk~Nu
δ

δ
=                                          (109) 

因此大的努塞尔数对应薄的边界层，反之亦然。在质量传递中，由于分配系数的存在，努

塞尔数变得较复杂。努塞尔数有时称为舍伍德（Sherwood）数。这个物理意义说明了努塞尔数

与先前相似的毕渥数的区别。毕渥数是用热导率或固体扩散系数定义的： 

h1
kL

k
hLBi s

s

=≡                                           (110) 

h1
DL

D
LhBi s

S

D =≡                                         (111) 

这里的长度 L是固体的厚度，毕渥数的物理意义是：通过固体传导或扩散的阻力与在流体

中通过边界层的传导与扩散的比值。相关的扩散和对流是在两相中发生的；在努塞尔数中，扩

散与对流都是在流体中进行的。传质毕渥数有时也称为 Damkohler 数。 

4.2 平板强迫对流 
平板强迫对流与 3.1节 3.2节相似，因为其中都有热边界层与动量边界层，并且二者的厚度

不同。在这儿有两个约束：厚的热边界层与厚的动量边界层分别对应小的和大的普朗特数，并

且性质不同。 

下面所有的分析均以传热为例，但对传质也可应用。只要记住：如果要用式 100 的传质系

数的定义就必须乘以一个分配系数。 

4.2.1 低普朗特数：运动固体 
如果普朗特数小（小于 0.05），特别是流体是液态金属时热量在流体中扩散的比动量快很多，

且边界层会比动量边界层厚，由于这个原因，通常热边界层的运动速度均匀，从而 3.1 节的结

论可以近似应用。热量传递应符合式 60，当 xt <<δ  时，化简为式 70，其解为式 71。这样热

边界层的厚度近似为式 73的结果。 

假设温度分布不影响流体的粘度；热量方程与动量方程是弱耦合的，即温度分布依赖于速

度分布或反之亦然。速度分布由 Blassius 解给出，如 3.2.1节所述。在此温度下的边界层厚度也

已由式 73和 79 给出，他们的比值是： 
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                            (112) 

然后我们可以通过计算在壁面（即 y =0）处法向量 yq  的值估算传热系数： 
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误差函数在 0 处的导数是 π2  。根据 ∞− TTS (式 100) 定义的 h 允许我们改变符号： 

( ) ( )∞∞ −=−= TTh
ux2

12TTkq s
x

Sy απ
                       (114) 

从而解出 h ： 

x
ukh x

απ
=                                                (115) 

把局部努塞尔数 xNu  定义为长度为离板进口段的距离的努塞尔数（如 3.2.1节中，式 80 的

局部雷诺数） ,这样就可以很容易地用另两个无量纲数来表示无量纲传热系数：          

( ) 5.0
x

x
x PrRe1xu1

k
hxNu

πα
ν

νπ
===                                       (116) 

这里用 PrRe x  来代替 xPe  是为了与 4.2.2 节中的表达式一致。当普朗特数不是很小（或

居中时）我们可以用下面的 116式的修正式： 

Pr90.01
PrRe564.0

Nu
5.05.0

x
x

+
=                                            (117) 

上式计算出的 Nu 比 116式的小一些，因此传热系数也比式 116中的小。这是因为 116式

是用恒定的流体速度 ∞U  得到的，但事实上在动量边界层内流体的速度并没有那么快，并且在

此区域内对流也较弱。当热边界层比动量边界层薄时，对应的普朗特数大，而努塞尔数小。 

4.2.2 普朗特数大的情况 
当普朗特数很大时，传热传质行为是由速度方向接近于 y 方向的区域控制的，比起小普朗

特数的情况，对流较弱，因此热量/溶质边界层较厚，传热系数较小。精确分析此问题不在本课

程的讨论范围之内，所以直接给出边界层的相对厚度的表达式及 Nu 数，而不进行推导： 

3
1

T

u Pr975.0=
δ
δ

                                                (118) 

0.3435.0
xx PrRe332.0Nu =                                         (119) 

当普朗特数大于 0.6 时，这些式子很准确。 

4.2.3 湍流的影响 

湍流流动时，边界层增长得比层流
5.0

u x~δ  时快得多（3.2.1 和 3.3.1）。扩展到湍流及热

量传递，热边界层也会比层流时厚，传热系数也会更大。值得注意的是，湍流中的小漩涡传质

传热能力与动量传递一样。因此，如果我们把湍流粘度 tη  ，热导率 tk  以及溶质扩散系数 TD  

作为他们在湍流场中的表观值，我们可以得出湍流普朗特数 tt αν 或 tt Dν  接近于 1。因此，

在平板湍流中，速度、热边界层、溶质边界层几乎具有相同的厚度（如 81式所示）。 

4.3自然对流 
自然对流与强迫对流不同主要是因为流体推动力不是一个外加的速度，而是由于流体中温
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度及溶质浓度不同所引起的浮力。通常，固体表面的温度和表面平衡浓度与其周围流体的温度

和浓度不同，从而使热量或溶质扩散到流体中，引起固体附近的流体密度与远离固体的流体密

度不同。如果这个区域密度大，流体就会下沉；反之，则会上升。 

最简单的对流是热量或质量沿着竖直板流入半无限流体中。 

4.4 小结：求解过程 
上面对强迫对流和自然对流的分析是基于非常简单的平面几何体。但是用上面的公式求解

别的形状也不难：如果几何形状相对简单，努塞尔数与雷诺数及普朗特数具有和前面相似的关

系。这和曳力系数相似，因为曳力系数对平板，圆管以及球体的雷诺数的函数不同（3.3.1 节、

3.3.2节、 3.3.3节） 

在这些情况下，估算局部或整体传热传质系数的过程几近一致。 

1. 根据流体的性质计算普朗特数 

2. 根据流动特性或温度，求出雷诺数（强迫对流）或格拉晓夫（Grashof）数（自然对流）。 

3. 根据普朗特数和雷诺数/格拉斯霍夫数，求出流动区域（ xx uu >>≤ δδ ，层流/湍流，低/

高普朗特数）并写出与该几何形状相对应的区域的努塞尔数的表达式。 

4. 用这个表达式求出努塞尔数。 

5. 从式 107或 108 求出 h 或 Dh 的表达式，并计算出他们的值。 

到这里就结束了。 

4.5 练习 
1.根据式 117和 119，在普朗特数大和小两种情况下推导总体/平均努塞尔数 Nu ,NU 形式与总体

/平均曳力系数相似（式 91）。(假设边界层内的流动为层流。)  
 
无量纲数群总结 

传热 传质 

毕渥数 

传导与对流热阻之比 

固体khLBi /=  

传质毕渥数（也称 Damkohler数） 

扩散与对流质量传递阻力之比 

固体D/D LhBi =  

傅立叶数  

瞬时时间与达到稳态所用时间的比值 

温度曲线的无量纲时间在显有限差分稳定标准中的应用 

努得森数（Knudsen Number） 

分子平均自由程与路程之比 

表示视线（>1）或连续介质气体模型（<0.01） 

2t/LFo α=  2Dt/LFo =  
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雷诺数： 

对流与粘性动量传递之比 

νµρ ULULRe ==  

普朗特数 

动量与物质扩散速率之比 

kcpµαν ==Pr  

传质普朗特数（施密特） 
动量与热扩散速率之比 

DD ρµν ==Pr  

努塞尔数 

长度与热边界层厚度之比 

用来计算传热系数 h 

流体khLBi /=  

传质努塞尔数（舍伍德） 

长度与扩散边界层厚度之比 

用来计算传质系数 h  

流体/D LhBi =  

格拉斯霍夫数 

自然对流浮力与粘滞力之比 

控制长度与自然对流边界层厚度的比值 

23 /TLgGr νβ∆=  23
C /TLgGr νβ ∆=  

 
 
佩克莱特数 

流体中对流与热量扩散/质量传递的比值 

αULRePrPe ==  DULRePrPe ==  

瑞利数 

自然对流与热量扩散/质量传递的比值 

过渡为湍流 

ναβ /TLgGrPrRa 3∆==  D/TLgGrPrRa 3
C νβ ∆==  

 


